COURBESXmYn+YmZn+ZmXn=0 et Décomposition de la Jacobienne  by Bennama, H. & Carbonne, P.
 .JOURNAL OF ALGEBRA 188, 409]417 1997
ARTICLE NO. JA966842
Courbes X mY n q Y mZ n q Z mX n s 0 et
Decomposition de la JacobienneÂ
H. Bennama* et P. Carbonne
Laboratoire d’Algebre, Uni¨ ersite Paul Sabatier, 31062 Toulouse, FranceÂ
Communicated by D. A. Buchsbaum
Received July 8, 1994
1. INTRODUCTION
 .La famille des courbes H m G n G 1 d'equations homogenes:Â Ám , n
X mY n q Y mZ n q Z mX n s 0 est une famille que l'on rencontre souvent
w x w xdans la litterature depuis les travaux de F. Klein 7 , A. Hurwitz 6 , V.Â
w x w x  .Snyder 11 , G. Scorza 10 et bien d'autres. Les H s H m G 3 sontm m , 1
connues sous le nom de courbes d'Hurwitz. La premiere H est laÁ 3
quartique de Klein, celebre pour deux proprietes remarquables lorsque leÂ Á Â Â
corps de base est C. Cette courbe, de genre g s 3 a un groupe d'automor-
 . w xphismes colineations de 168 elements 7 . Elle realise le maximumÂ Â Â Â
possible pour l'ordre de ce groupe lorsque g G 2, maximum donne par leÂ
 .theoreme d'Hurwitz et egal a 84 g y 1 . D'autre part sa jacobienne estÂ Á Â Á
w xisomorphe au produit de trois courbes elliptiques 5 .
Dans toute la suite nous supposerons que q s m2 y mn q n2 est pre-
 .mier, ce qui necessite que: p.g.c.d m, n s 1, et que le corps de base estÂ
w xC. Sous ces hypotheses S. Lefschetz a monte 8 que la jacobienne J deÁ Â
 gX X.3 X XH est isogene a C rL ou g s 3g est le genre de H et L est unÁ Á Ám , n m , n
reseau de C g
X
. Notre but est de redemontrer ce resultat par d'autresÂ Â Â
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Â2. PRELIMINAIRES
 . m n m nL'equation affine est f x, y s x y q y q x s 0. Les points sin-Â
guliers eventuels verifientÂ Â
¡ m n m nf x , y s x y q y q x s 0 .
X my1 n ny1~ f x , y s mx y q nx s 0 .x
X m ny1 my1¢f x , y s nx y q my s 0. .y
On en deduitÂ
mnx m y n q n my m q m nx n s 0. .  .
D'ouÁ
mnx m y n q n ynx m y n q m ymx m y n s 0, .  .
et nous avons
m2 q n2 y mn x m y n s 0. .
Il en resulte que x s 0 ou y s 0. Si n s 1 il n'y a pas de point singulier. SiÂ
n G 2 on obtient x s y s 0. Dans le plan projectif en utilisant l'automor-
 .  .phisme c X, Y, Z s Y, Z, X on obtient trois points singuliers:
 .  .  .0, 0, 1 , 0, 1, 0 , 1, 0, 0 . Comme m ) n:
2 2 2 2q s m y n q mn s m y n q n m y n q n G 1 q n q n G 3. .  .  .
 .2Nous avons q s m q n y 3mn.
 .1 Comme q est premier:
q s 3 m q ' 0 3 m m q n ' 0 3 . .  .
Dans ce cas 3 G 1 q n q n2 G 3, donc n s 1 et m s 2 et on obtient la
cubique x 2 y q y2 z q z 2 x s 0 de genre g s 1. Nous ecartons ce cas.Â
 .  .  .  .2 a Si q ) 3, nous avons m q n ' "1 3 et donc q ' 1 3 et par
suite q y 1 g 6N.
 .b Nous avons
2m q n y 1 m q n y 2 m q n y 3mn q 2 .  .  .
g s s1 2 2
2m q n y 3mn y 1 mn y m q n q 1 .  .
s q 3
2 2
q y 1 m y 1 n y 1 q y 1 m y 1 n y 1 .  .  .  .
s q 3 s 3 q .
2 2 6 2
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 .  . .Comme p.g.c.d m, n s 1, m ou n est impair et donc: m y 1 n y 1 r
2 g N.
 .c Il en resulte que:Â
q y 1 m y 1 n y 1 .  .
Xg s q g N.1 6 2
D'ouÁ
g s 3gX g 3N.1 1
 .Nous avons: g s g y 3d d pour chaque point singulier . D'ouÁ1 1 1
g s 3 gX y d s 3gX . .1 1
Au voisinage de l'origine nous avons un parametrage du type: y s t m,Â
x s at m q ??? ou a est une racine n-ieme de y1. On en deduit queÁ Á Â
 . . X  .d s m y 1 n y 1 r2. On peut donc preciser que g s q y 1 r6 etÂ1
X  .g s 3g s q y 1 r2.
3. TRANSFORMATION BIRATIONNELLE DE LA
COURBE
 .Rappelons que m ) n G 1 et que p.g.c.d m, n s 1. Il existe u et d
verifiant: 1 F u F n, 1 F d F m y 1 et mu y d n s 1. Posons: l s d m yÂ
 .  .u m y n s d m y n q u n y 1. Nous avons: 1 F l F q y 2. La trans-
formation birationnelle definie parÂ
myd lX X X¡ n ymx s yx y1 y x s yx y .  . .~ et ln X u ydyu lX X y s y1 x y¢  .y s yx y1 y .  . .
X X q X l X .transforme H en la courbe H d'equation affine: y s x x y 1 .Âm , n m , n
Â Á Á4. DIFFERENTIELLES DE PREMIERE ESPECE
w . x w xPour 1 F p F q y 1 nous avons l q 1 prq y l prq s 0 ou 1. No-
 < w . x w x 4 w xtons: N s p 1 F p F q y 1 et l q 1 prq s l prq q 1 . D'apres 1Á
une base des differentielles de premiere espece de H X est constituee parÂ Á Á Âm , n
les: v s xXw l pr q x dxXryX p pour p g N. Nous notons z s e2 ip r q et w l'auto-p
X  X X .  X X.morphisme d'ordre q de H defini par: w x , y s x , z y . La differe-Â Âm , n
 . ypntielle v est de poids p. Son image par w est w v s z v .p p p
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Nous allons etudier l'ensemble N. En fait les trois points yX s 0, 1, `Â
sont des points Weierstrass de H X . L'ensemble des lacunes en chacun dem , n
 4ces points est L s q y p N p g N . Partant de: l s d m q u n y u m et
2 l q 1 s d m q u n y d n, un calcul elementaire donne: l q l q 1 s l lÂ Â
.  2 2 . 3  .q 1 q 1 s u q d y ud q. Il en resulte que: l ' 1 q . Notons s laÂ
 .U  .multiplication par l dans ZrqZ . Pour 1 F p F q y 1 nous avons: s p
w x 3  .  .s l p y l prq q. Nous avons: s s id. Notons: T p s p q s p q
2 .  .  .s p . Nous avons: 2 F p q s p F 2 q y 2. On ne peut avoir s p q p
w x .  .s q car nous aurions alors: q l prq q 1 s l q 1 p. Comme q est
 4premier et l q 1 et p appartiennent a 1, . . . , q y 1 cela est impossible.Á
 .Nous allons prouver que s p q p ) q equivaut a p g N et donc aussiÂ Á
 .  .  .s p q p - q equivaut a p f N. En effet: s p q p ) q donne l q 1 pÂ Á
w x .  . w x w . x) l prq q 1 q. D'ou: l q 1 prq ) l prq q 1. D'ou: l q 1 prqÁ Á
w xs l prq q 1, ce qui signifie que p g N. Nous avons:
T p s p q s p q s 2 p ' p 1 q l q l2 q ' 0 q . .  .  .  .  .  .
 .  .Comme 3 F T p F 3q y 3, nous avons T p s q ou 2 q. Si p f N nous
 . 2 .  .avons: T p - q q s p - 2 q; donc: T p s q. Si q g N nous avons:
 .  .  .   ..  .T p ) p q s p ) q; donc T p s 2 q. Comme T s p s T p on en
deduit que s est une permutation sur N, d'ordre 3. Si nous supposons queÂ
w . x w xp et q y p sont dans N nous avons: l q 1 prq s l prq q 1 et
w . . x w  . xl q 1 q y p rq s l q y p rq q 1. On en deduit sans mal que:Â
w x w x  . .  .y yl prq s l prq q 1 s l q 1 prq . q divise donc l q 1 p ce qui
 . est impossible. Il y a: g s q y 1 r2 elements dans N ce qui correspondÂ Â
.  4bien avec card L s g . Nous ecrivons: N s n - ??? - n s q y 1 . LeÂ 1 g
quotient N X s Nrs comprend gX elements. Pour faire un choix, nousÂ Â
representons chaque classe par son plus grand element et les classons:Â Â Â
n XX ) ??? ) nX .g 1
Remarque 1. Dans le cas ou n s m y 1 nous avons u s d s 1 etÁ
X X q my1 .l s m y 1. L'equation de H est y s x x y 1 . On peut ex-Â m , my1
pliciter les resultats precedents. Une base des differentielles de premiereÂ Â Â Â Á
espece est constituee par les:Á Â
x ly1
v s dxl , k lmyky
w xou 1 F l F m y 1, et 0 F k F l y 1 1 . La differentielle v est de poidsÁ Â l, k
 . yn l, kn s lm y k. Son image par w est w v s z v . Le classementl, k l, k l, k
par ordre croissant des poids est:
n s n - n s n - ??? - n s n s m m y 1 s q y 1 s 2 g . .1 1, 0 2 2, 1 g my1, 0
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Notons n s n et n s n , nous avonsj l , k l, k jj j l, k
l l q 1 .
j s j y k s y k .l , k l , 0 2
En particulier
m m y 1 .
j s , j s 1, j s j q 1.my 1, 0 1, 0 l , ly1 ly1, 02
Les j representent bien tous les entiers de 1 a g. Reciproquement, unÂ Á Âl, k
autre calcul elementaire montre que:Â Â
1 l l q 1 .j j’l s 2 j y 1 q et k s y j.j j2 2
On verifie que les 2 g entiers de 1 a q y 1 sont tels que si n appartient aÂ Á Á
 4N s n , . . . , n alors q y n n'appartient pas a N. En effet si nous avionsÁ1 g
n s lm y k, et q y n s lX m y kX, avec 1 F l, lX F m y 1, 0 F k F l y 1,
0 F kX F lX y 1, nous aurions:
m m y 1 q 1 s q s n q q y n s l q lX m y k q kX . .  .  .  .
X  . XIl en resulterait que k q k q 1 ' 0 m . Comme 1 F k q k q 1 F l qÂ
lX y 1 F 2m y 3, nous aurions k q kX q 1 s m, et donc l q lX s m. Mais
alors,
m s k q kX q 1 F l q lX y 1 s m y 1,
ce qui est absurde.
Dans ce cas la permutation s est donnee par:Â
s ml y k s mlX y kX , avec: lX s m y 1 y k et kX s l y k y 1. .
X X qX X l . X X qRemarque 2. Les courbes H : y s x x y 1 et H : y sm , n m , myn 1
X lX . X Xx x y 1 sont birationnellement equivalentes. En effet: q s q et l s qÂ1 1
y l y 1. On passe de l'une a l'autre par:Á
xX s xXy1 xX s xXy11 1et
X X Xy1 X X Xy1 y s yy x y s yy x1 1 1
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sur les courbes H et H la meme transformation se lit:Ãm , n m , myn
x s x x s x1 1
ety1 y1 y s x y y s xy .1 1 1
Les resultats de la remarque 1 s'appliquent donc aussi aux courbesÂ
d'Hurwitz H .m
Â Â5. RESEAU DES PERIODES ET JACOBIENNE
Le calcul du reseau des periodes et celui de la jacobienne des courbesÂ Â
q r  .a jy s  x y x , ou q est un nombre premier qui ne divise pas r, lesÁjs0 j
w xa sont des entiers tels que 1 F a F q y 1, sont faits dans 1 . Celaj j
q l .s'applique en particulier aux courbes y s x x y 1 telles que q est
premier et 1 F l F q y 1. Il est prouve que J s C grL, ouÂ Á
n 0j w x w xL s g z 1 F j F g , g g Z t , d g F q y 2 1 . 4 .
Les n verifient 1 F n F n s q y 1; comme q est premier on en deduitÂ Âj j g
 . qn j  n j n jqy1..que n k 0 q . L'egalite z s 1 donne donc 1 s y z q ??? qz ,Â Âj
pour tout j de 1 a g. Il vient donc:Á
g z n j s aX q aX z n j q ??? qaX z n jqy2. s a z n j q ??? qa z n jqy1. . . 0 1 qy2 1 qy1
En posant a s aX y aX , . . . , a s aX y aX , et a s yaX . On a:1 1 0 qy2 qy2 0 qy1 0
n j n jqy1. < qy1L s a z q ??? qa z 1 F j F g , a , . . . , a g Z . . 41 qy1 1 qy1
 . l 3  . 3 p. pPosons s x s x . Comme l ' 1 q , nous avons s z s z , pour tout
p. Nous allons decomposer C grL en utilisant le sous-groupe GX sÂ
 24   . .id, s , s d'ordre 3 du groupe Gal Q z ; Q . Nous noterons aussi s la
 .Umultiplication par l dans ZrqZ . Nous utiliserons encore s pour noter
l'application qui envoie A s qy1 m a , Z-combinaison lineaire des a ,Âps1 p p p
 . qy1 Xsur s A s  m a . Pour 1 F p F q y 1 s 2 g s 6 g , nous posons:ps1 p s  p.
c s T z p s z p q s z p q s 2 z p . .  .  .p
Notons enfin:
x s x s 2 x .  .
2M x s .s x x s x .  .  . 02s x s x x .  .
Nous avons: c s c , et: c s c .s  p. p qyp p
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Pour 1 F t F gX, nous avons alors:
XgX X X X A c q A cn rs1 t , r n t , g qr nt r rg z .
X XX n g 2 2n tt X X Xg s z  s A c q s A c . .  .  .M z = s . rs1 t , r n t , g qr nr r
X2 n 0 Xtg s z g .  0 .
X X X s A c q s A c .  .rs1 t , r n t , g qr nr r
ou les A sont des combinaisons lineaires des a . On peut voir aussi queÁ Ât , r n
X  .X X X Xpour t / t , A s A , . . . , A est une permutation de A st t , 1 t , 2 g t
 . gXA , . . . , A . Soit M l'application lineaire dans C dont la matriceÂt , 1 t , 2 g
 nXt .est la diagonale des blocs M z pour t allant de g 9 a 1. Si D est leÁ
determinant de:Â
A , . . . , A , s A , . . . , s A , s 2 A , . . . , s 2 A .  . .  .t , 1 t , 2 g 9 t , 1 t , 2 g 9 t , 1 t , 2 g 9
sur a , . . . , a s a , D est dans Z et nous avons:1 qy1 6 g 9
3 3D L9 ; M L ; L9 , .  .
 X X X X X X Xou L9 s l c q ??? ql c q l c q ??? ql c , l c q l cÁ X1 n g 9 n g 9q1 n 2 g 9 n 2 g n 1 n1 g 9 1 g 1 2X2 g< . 4X X X X X X Xq ??? ql c , . . . , l c q ??? ql c l , . . . , l g Z est unX X2 g y1 n g q2 n g q1 n 1 2 gg 1 g
reseau de C g
X
. Il en resulte l'isogenie:Â Â Â
X 3g gC C
J s ( .X /L L
THEOREME. Soit H la courbe d'equation X mY n q Y mZ n q Z mX n sÂ Á Âm , n
 .  . 2 20 a¨ec pgcd m, n s 1 on suppose m ) n et q s m y mn q n premier.
 . Notons par g s q y 1 r2 le genre de H et par J sa jacobienne. On a aÁm , n
.isogenie pres :Â Á
X 3gC
J ( ,X /L
ou g s 3gX et LX est un reseau dans C g
X
.Á Â
QUESTION. Etudier la decomposition e¨entuelle de C g
X
rLX et donner saÂ Â
description geometrique.Â Â
 . XEXEMPLES. a Dans le cas m s 3, n s 1, g s 1, nous avons un tore.
w xPour les demonstrations on pourra consulter 1 . On sait de plus que J estÂ
w xisomorphe au produit de 3 courbes elliptiques 5 .
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 . X 2 Xb Dans le cas m s 4, n s 1, g s 2, on peut decomposer C rL aÂ Á
R-isomorphisme pres en E = E ou E et E sont deux courbes ellip-Á Á1 2 1 2
w xtiques 2 .
 .c Donnons les resultats complets pour m s 5, n s 2. Nous avons:Â
X u s 1, d s 2, q s 19, g s 9, g s 3. On obtient: N s 5, 8, 10, 12, 13, 15,
4 X  416, 17, 18 et N s 18, 17, 15 . Les elements qui interviennent sont:Â Â
7 11 18 12 8c s T z s z q z q z c s c s z q z q z .1 18 1
2 2 14 3 17 5 16c s T z s z q z q z , c s c s z q z q z .2 17 2
4 9 6 15 10 13c s T z s z q z q z , c s c s z q z q z . .4 4 15 4
 18 .  17 .  15.On applique la matrice M faite des trois blocs M z , M z , M z
 18 .  12 .  8.  17 .  5.  16 .a la colonne formee de: g z , g z , g z , g z , g z , g z ,Á Â
 15.  10 .  13.g z , g z , g z . Ceci permet de trouver:
XL s c l q c l q c l q c l q c l q c l , c l q c l q c l 1 1 2 2 4 3 1 4 2 5 4 6 1 6 2 1 4 2
qc l q c l , c l q c l q c l q c l q c l q c l .1 3 2 4 1 5 2 6 4 1 1 2 2 3 4 4
l , . . . , l g Z6 . . 51 6
X 3  3 X.3Nous avons: L ; C et J est isogene a: C rL .Á Á
On peut ajouter que l'ensemble des lacunes en ce point est: L s
 41, 2, 3, 4, 6, 7, 9, 11, 14 . Le semi-groupe G des non lacunes est engendreÂ
 :  :par quatre elements. Nous avons: G s b , b , b , b s 5, 8, 12, 19 .Â Â 0 1 2 3
Son seuil est: c s 15. Le nombre de generateurs 4 est strictement inferieurÂ Â Â
a: b s 5. Le semi-groupe n'est donc pas stable. Son seuil est cependantÁ 0
minimum: c s b y b q 1, comme celui des semi-groupes stables. Pour3 0
 .les courbes d'Hurwitz H i.e., n s 1 on trouve un semi-groupe stablem
engendre par m elements:Â Â Â
 : w xG s s m y 1 1 F s F m 4 . .
Remarque 3. La decomposition de la jacobienne des courbes H surÂ m
w xles corps finis est traitee dans 3 .Â
Remarque 4. Les nombres premiers q s m2 y mn q n2 et q ) 3
 .verifient q ' 1 6 . Reciproquement tous les nombres premiers tels queÂ Â
 .  . 2 2q ' 1 6 sont de ce type. La forme quadratique Q m, n s m y mn q n
 .  .a pour discriminant y3. Nous avons un couple m, n tel que Q m, n s q
si y3 est un carre modulo 2, ce qui est vrai, et un carre modulo q. PourÂ Â
COURBES X mY n q Y mZ n q Z mX n s 0 417
 .demontrer ce dernier point, prouvons que le symbole de Legendre y3rqÂ
X  .s 1. Distinguons deux cas suivant que g s q y 1 r2 est pair ou impair.
 .  .qy1.r2Dans le premier cas: y1rq s y1 s 1; La loi de reciprociteÂ Â
 . .  .qy1.3y1.r4  .quadratique donne: qr3 3rq s y1 s 1. Comme qr3 s
 .  .  . .1r3 s 1, on en deduit: y3rq s y1rq 3rq s 1. Dans le deuxiemeÂ Á
 .  . .cas les calculs sont les memes avec: y1rq s y1 et qr3 3rq s y1.Ã
Le resultat est le meme. A titre d'exemple voici la liste des premieresÂ Ã Á
valeurs:
Q 3, 1 s 7, Q 4, 1 s 13, Q 5, 2 s 19, Q 6, 1 s 31, Q 7, 3 s 37, .  .  .  .  .
Q 7, 1 s 43, Q 9, 4 s 61, Q 9, 2 s 67, Q 9, 1 s 73, Q 10, 3 s 79, .  .  .  .  .
Q 11, 3 s 97, Q 11, 2 s 103, Q 12, 5 s 109, Q 13, 6 s 127. .  .  .  .
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